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“Razonar en geometria es razonar con figuras mal hechas.”
- David Hilbert.

TERCERA CAPACITACION
NIVEL AVANZADO
10° v 11°

Férmula de Herdn

Si a, by ¢ son las longitudes de los tres lados de un tridngulo, entonces el drea de dicho tridngulo estd
dada por:

a+b+c
5 .

Teoremas sobre Medianas

1. Al trazar una de las medianas de un tridngulo, este queda dividido en dos tridngulos de igual area.

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c), donde s=

2. Dos tercios de la longitud de cada mediana estan entre el vértice y el baricentro, mientras que el
tercio restante estd entre el baricentro y el punto medio del lado opuesto.

En la figura, AM es una mediana del tridngulo A
ABC'y O es el baricentro. Entonces

AOz%AM, OMz%AM y AO =20M.

Ademds, el drea del tridngulo ABM es igual al
area del triangulo AMC

Teorema de Tales

Si los tridngulos ABC'y A’B’C" son semejantes, lo cual denotaremos por ABC ~ A’B’C’, entonces
g

AB  BC  CA
a=d, f=F, 7=y 50m =g = o

Desigualdad triangular

En todo tridngulo, la suma de las longitudes de dos de sus lados siempre es mayor que la medida del
tercero.
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iPonte a prueba!

Sugerencia: En los problemas 1 a 3 use el Teorema de Pitdgoras.

PROBLEMA 1. Area de un triangulo Equilatero

Determine el drea de un tridngulo equildtero tal que uno de sus lados mide [ cm.

PROBLEMA 2.

Un cuadrado estd inscrito en una circunferencia de radio r. Halle el drea y el perimetro del cuadrado en
términos de r.

PROBLEMA 3.

Determine la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo cuyo perimetro es 20cm y su area
es 25cm?.

PROBLEMA 4.

A cierta hora del dia un edificio de 95m de altura proyecta una sombra de 551 m. Si la sombra de un
hombre, a esta misma hora, mide 11,60 m, jcudl es su estatura?

PROBLEMA 5.

Las longitudes, en centimetros, de los lados de un tridngulo son tres enteros consecutivos. Si el drea de
dicho tridngulo es 84 cm?, jcudl es la longitud de cada uno de sus lados?

PROBLEMA 6.

i Cuantos triangulos cuyas longitudes de sus lados (en centimetros) son enteros, tienen perimetro 11 cm?
i Cual de estos triangulos tiene mayor area?

PROBLEMA 7.

Considere un tridngulo con drea 6cm?, tal que dos de sus lados miden 4 y 5 centimetros. Halle la
magnitud del tercer lado.

PROBLEMA 8. Area de un tridngulo en funcién del inradio

Sean a, b y ¢ las medidas de los lados de un tridngulo. Muestre que si r es el radio de su incirculo,
entonces el drea de dicho tridngulo estd dada por

at+b+ec

A=s-r, donde s= 5

PROBLEMA 9. Area de un tridangulo en funcién del circunradio

Sean a, by c las medidas de los lados de un tridngulo. Muestre que si R es el radio de su circuncirculo,
entonces el drea de dicho tridngulo estd dada por

a-b-c
4R

A=

PROBLEMA 10.

Sean a, by c las longitudes de los lados del tridngulo ABC, y mg, myp, m,. las longitudes de sus tres

medianas. Demuestre que
3
S o Mat Myt mMme o
4 a+b+c
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SOLUCIONARIO
TERCERA CAPACITACION

NIVEL AVANZADO
10° v 11°
SoLUCION PROBLEMA 1.

Considere la siguiente figura:

l

2

Usando el Teorema de Pitdgoras, hallamos la altura del tridngulo respecto a uno de sus lados:

h= 4|12 - (é)Q—gz.

Luego, el area del tridngulo estda dada por:

SOLUCION PROBLEMA 2.

Considere la siguiente figura

Dado que el cuadrado estd inscrito en un circulo de radio r, entonces su diagonal, coincide con el

didmetro del circulo, esto es 2r. Dividiendo el cuadrado por una de sus diagonales obtenemos dos
., , 2r xr 9 ,
tridngulos con base 2r y altura r, luego su drea es = r*, por lo tanto el drea del cuadrado es

2
A= 2r2.
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SOLUCION PROBLEMA 3.

Sean a, b y c las longitudes de los lados del tridngulo rectdngulo, siendo ¢ la de la hipotenusa. Entonces
tenemos el sistema

a+b+c=20,
ab
— = 25.
2

a’ +b* =2
donde la dltima ecuacién es el teorema de Pitdgoras. Luego,

(a+0)* = a® + b* + 2ab
(20 — ¢)? = ¢* + 100,
400 — 40c + ¢ = ¢* + 100,

300 = 40c
15
c=—.
2
SOLUCION PROBLEMA 4.
Del teorema de Tales se sigue que:
B __h
551 11,6’
95 x 11,6

donde h es la altura del hombre. De ahi que h = = 2 metros.

551

SOLUCION PROBLEMA 5.

Sean n — 1, n y n+ 1 las longitudes de los lados del triangulo. Aplicaremos la férmula de Herén. El
m—1+n+(n+1) 3n

5 . Asi, el drea del tridngulo estd dada

semiperimetro del tridngulo es s =

= 2 (% -0 0) (% -0) (% - ).
=5 G (5) G)
a5 (6 )

336 = n\/3(n — 2)(n + 2),

De donde sale que n = 14, asf los lados del tridngulo miden 13, 14 y 15 centimetros.
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SOLUCION PROBLEMA 6.

Teniendo en cuenta la desigualdad triangular, la longitud mayor para alguno de sus lados debe ser 5.
Veamos las opciones:

Lado a | Lado b | Lado ¢ | Desigualdad triangular
5 1 5 cumple
5 2 4 cumple
) 3 3 cumple
4 3 4 cumple

Por lo tanto, solo hay 4 tridngulos que cumplen las condiciones del enunciado. Para determinar cudl
tiene la mayor drea, puede usarse la férmula de Herdn: el semiperimetro es s = 11/2, asi el drea del

triangulo estd dada por
11 /11 11
A=4/——=—-a])|—=—-0 o cl.
2 \ 2 2 2

Verificando cada caso, se evidencia que el tridngulo con mayor area es de lados 4, 3 y 4 centimetros.

SOLUCION PROBLEMA 7.

445+a  9+a
2 2

Sea a longitud del lado desconocido entonces, el semiperimetro es s = y por la

formula de Herdon tenemos

R EHCEICENICE

de donde a =3 0 a = V/73.

SOLUCION PROBLEMA 8.

Dado que el incirculo es tangente al tridngulo, sus radios son perpendiculares a los lados del tridngulo.
Trazando los segmentos desde el centro del incirculo hasta los vértices del tridngulo, este queda divido
en tres tridngulos, como se muestra en la figura.

Asi, el drea A del tridngulo ABC serd la suma de las dreas de los tridngulos en que quedd particionado,
esto es:

A_a-/r+ +c-’r'_a+b+c B
2 2>~ 2 Tl
L, at+b+ec
donde s es el semiperimetro s = —a
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SoLUcION PROBLEMA 9.

Considere la siguiente figura en la que O es el centro del circuncirculo, BH es la altura del tridngulo
ABC respecto al lado AC y BF' es didametro del circuncirculo.

B

Note que:

» El tridngulo BOA es isésceles en O, luego sus dngulos internos que comparten el lado AB son
congruentes, llamemos « a su amplitud. De este modo, el angulo central BOA mide 180 —« y asi
el angulo inscrito BC'A mide 90 — «, pues subtiende el mismo arco. De ahi que el angulo CBH
también mide a.

» El tridngulo BAF es recto A, pues BF es un didmetro del circulo. Asi que los tridngulo BHC'y
BAF son semejantes, de ahi que

AB_BH<:> c _BH<:>BH_CLC
BF BC 2R« 2R’

Por lo anterior, el area A del tridngulo ABC' estd dada por

ac

L _ACxBH _"X3g abe
B 2 2 4R’
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SoLUCION PROBLEMA 10.

Teniendo en cuenta el segundo teorema de media-
nas, el teorema de Tales y la desigualdad triangular
aplicada al tridngulo rojo, se obtiene:

1
gma + gmb > 56,

y andlogamente,

1 1 1
gma + gmc > 5(),
1 1
gmb + gmc > 5@.
. 2 a+b+c
Sumando estas tres desigualdades tenemos: 3 (mg +my + me) > 5 esto es
3
Z(a—l-b—l—c)<ma—|—mb—|—mc (1)
Por otro lado, considere la siguiente figura:
B b Al

A

Por la desigualdad triangular, aplicada al tridngulo AC A’ se tiene que
b+c>2m,.
Andlogamente,

a+b>2me,
a4+ c > 2my.

Sumando estas desigualdades se obtiene 2(a + b+ ¢) > 2(m, + my + m.), esto es:
a+b+c>mg+my+me (2)

Finalmente de las desigualdades (1) y (2) se obtiene:

4

< Ma kM FMe )

3
—(a+b+c)<mg+mp+me<a+b+te,
3
4 a+b+c
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